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1. INTRODUZIONE 
Consideriamo l'equazione 
(1) Au-u+glull2u=0 in R9, 


2n ù - . i 
dove n > 3, 2<q< n-2 » © g è una funzione continua e nonnegativa, tale che 


esiste 


lim g@)=go. 


lxl3o00 


Indichiamo 
lul=( { Dul? + { E 
RR R® 


e I il funzionale 


I:H!(R") > R I) =3 lu? 7 J g luld, 
RI 


I è di classe Cle V uh e HI(RD) dI(u)(h)=<u,h> - il glul9-2uh, 
RI 
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e i suoi punti critici si dicono soluzioni di (1). 


Indichiamo con Is» il funzionale associato all'equazione all'infinito: 


I..:H!(R") > R Lo(U) = plui? 7 go luld . 
RD 


Siano infine 
M = {u#0: dI(u)(u)=0} e Mx = {u#0: dI. (u)(u)=0}. 


Abbiamo già visto alcune relazioni fra il funzionale I e questa varietà, in 


particolare abbiamo osservato che 


I) = G- zl) Itull2, 


inf I>0. 
M 


Osservazione 1. Se per ogni u # 0 definiamo 
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Ilull2 {-2) 


£(Xluld 
RR 


(2) t(u)= 


è immediato riconoscere che t(u)u e M. Inoltre vale la seguente relazione fra 


le successioni di Palais Smale di I e di Im: 


i) Se (ug) è una successione in H!(R"), tale che I(ug) > A, e dI(ug) > 0 
per k4+co, allora t(uk) > 1, I(t(ug)ux) > A, e dim (t(ug)ug) > 0 


per k4+ co, 


ii) Se (ug)èuna successione in M tale che I(ur)>>A e dIm(ug)+ 0, allora 


dI(ux) > 0 per k > co, 
La prova di i) è immediata, proviamo ii). Indichiamo per semplicità 
T(u)=dI(u)(u), allora per ogni h si ha 


dI(ux)(h) = dI(ux)(h) - dI(ux)(uk) TI “ 


È dT(ug)(h) 
= dI(uy) (h " dT(u)(uk) de) 


Ma h- I } Uk appartiene al piano tangente M in ug, quindi 
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dT(up)(h) 
IdI(ux)(M)I < IdIy (ux) (h- TR 3IE 


<ClidIm (ug)! Iibli, 


poichè ux è una successione limitata e quindi IldT(ug)ll è limitata, mentre 


IdT(ug)(uy)l è limitata dal basso perché ug e M. 


Pertanto per determinare soluzioni potremo sempre cercare punti critici 
vincolati. 
Ricordiamo che vale il seguente teorema di rappresentazione per le 


successioni di Palais Smale di I. (e quindi anche per quelle di Im). 


Teorema 2. Sia (ug) una successione tale che I(ux) > A. e dI(ug)->0 
per k->+ce. Allora esistono un numero me N, e m successioni I) in 


R®, tali che yi | +oe per k + +00 


uxC%) = 00%) + 2 ui Cp) + GO, 
È 


= Ko0): + E Lo (u), 
FI 
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dove u° è soluzione di dI(u°)=0, ui di dI.(ui)=0 Vj=1...m, e yw> 0 in 
H1(RD) per k-+c0, 


Abbiamo già visto che da questo segue il 


Teorema 3. Se infI < infl. allora (1) ha soluzione. 
M Moo 


e in particolare 


Corollario 4. Se g.=inf g, allora l'equazione (1) ha soluzione. 
RR 


D'altra parte l'equazione all'infinito associata a (1), 


3) Au-u+golull2u=0inR", con 2<q< 2 ; 


ha una soluzione nonnegativa, a meno di traslazioni della variabile (cf. 
[GNN], [K]). Osserviamo esplicitamente che è verificato un teorema di 
unicità soltanto per le soluzioni nonnegative, poiché questa equazione ha 
infinite soluzioni di segno non costante (cf. [BL]). La soluzione nonnegativa 


© è radialmente simmetrica, radialmente decrescente e verifica le condizioni 


(4) lim @(x)lxlM-1)Y2 ell=C>0. 
lxl00 
inf Lo=Lo(0). 


Moo 
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Se la successione (ug) è nonnegativa, anche le soluzioni che si determinano 


nel teorema di scomposizione sono nonnegative, pertanto il teorema implica: 


Corollario 5. Se (ug) è una successione di funzioni nonnegative, € 


tali che I(ux) >X e dI(ug) +0, allora 


uz(x) = u%x) + Z co(x-yÌ) + Yx(x), 


XA =1I(u9) = mI(0), 


dove vu° è soluzione di dI(u°)=0, ui di dIs(u)=0 Vij=l.me yw0 


in H1(R?) per k+o0. 


Corollario 6. Nelle stesse ipotesi del corollario 5, se ) non è un 


multiplo intero di I(@), allora (1) ha una soluzione nonnegativa. 


Benci e Cerami hanno mostrato come in certi casi si possano utilizzare 
metodi di minimax, di tipo Liusternik e Shnirelman, per costruire successioni 
che verifichino le ipotesi di questo corollario. Con la tecnica che essi hanno 


introdotto si può dimostrare che 
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Teorema 7. Se g(x) > 2-(9-2)/2 ge allora (1) ha una soluzione 


nonnegativa. 


Questo teorema impone ancora una condizione sul comportamento di g 
su tutto lo spazio, mentre il fatto che nel teorema di rappresentazione 
compaiono soltanto soluzioni di (3) concentrate all'infinito, sembra indicare 
che solo i valori di g in un intorno dell'infinito debbano influire sull'esistenza 
di soluzioni. 

Infatti Bahri e Lions, studiando i sottolivelli del funzionale I con 


tecniche di topologia algebrica, hanno provato che 


Teorema (8). Se esiste R>0 tale che 


8(x) > geo - exp(-odxI)lx-M-1)/2 wxe RA, con Ixl>R,e a>0, 


allora (1) ha una soluzione nonnegativa (cf. [BaL]. 


Le tecniche usate per risolvere questo problema si possono applicare 


anche all'equazione 


(5) Au-u+goluli2u=0 in Q, 
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à ia 2n a 
dove Q c R® è un dominio esterno, n23, 2<q< 3: Se Q non verifica 
alcuna condizione di simmetria, ci troviamo in una condizione analoga alla 
precedente e anche questa equazione si può studiare con un metodo di 
confronto con l'equazione all'infinito 


Au -u+ gluld2u=0 in RN 


Il metodo di Benci e Cerami [BC] impone un controllo su tutto lo spazio, e 


quindi sulla misura di Q. 


Teorema 9. Esiste R>0 tale se che OQ' < B(0,R), allora l'equazione 


(5) ha una soluzione nonnegativa. 
Il metodo di Bahri e Lions permette invece di provare 
Teorema 10. L'equazione (5) ha una soluzione (cf [BaL]). 


2. In questo paragrafo daremo un accenno della prova del teorema 8, 


nell'ipotesi che 


8(x) > geo - o(exp(-2lxI)lx1-(n-2)/2), 
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perché la prova risulta notevolmente semplificata. 


Introduciamo alcune notazioni: 


Indichiamo 
Wc= {ue Mt: I(u) < (1+c) inf I} WVe>0, 
M 
V© = fueM+:3xe STI, lxl>L, lu-o(-x)l<e} Ve>0, 
€ 
B;=S"-1={8,,xeShl}, 
Bo = {t} dx) +12 Sx, : t1,1220, t1+t2= 1,x1,x2e SM}, 


2 2 
f(A):B2 > Mt ft dx +t2 ò,)=1 (x ti O(.-Ax;)) DI ti O(.-Ax;), 


dove 1 è definita in (2). 


Osservazione 11. In generale vale la relazione inf I< inf L.. 
M Mo 


Sia @ la soluzione di (3), x e R, e sia 


x = T0(.-kx))c(.-kx), 
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dove 1 è definito in (2). 


Questa è una successione in M per la definizione di 1, quindi, per 


l'osservazione 1, 


I(0x) = G ; A) 107) lic? = 


i 1 Iax(.-0)II/(A-2) . 

=- |. —T_———T_—_—__ + (poiché g > er lyl > 00 

@ a) f g(MIa(y-100) I {(4-2) di SIRENE) 
RI 

AL Iax(.-kox)I1/(-2) 

G-3) 


fgeGI00-00MAI 5 
R° 
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g/(q-2) 
E rn =L(0)= inf IL, per(4). 
( oo ua M 
RR 


Se inf I<L, il teorema 3 assicura l'esistenza di soluzioni, per 
M 


l'equazione (1). Se Fu e M tale che I(u) = inf I, allora u è un punto critico di 
M 


Im, e per l'osservazione 1, anche di IL 


Basterà allora dimostrare il teorema 8 nell ‘ipotesi 


VueM Iu)>infI=inf L= Lo(0). 
M Moo 


Nel seguito lavoreremo Sempre sotto questa ipotesi. 
Lemma 12. Per ogni Se ]0,1[ esiste X1>0 tale che 

i) f@Q)B)cWscWi 

ii) fA\)B)cWicW. 


Dimostrazione. Per provare i) basta provare che 
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I(t(0(.-Xx))0(.-4.x)) £ (1+$) Io(0) Vxe SMI, 


e la prova è analoga a quella della osservazione 11. 


Diamo un'idea della prova di ii), per mostrare come gioca l'ipotesi su g. 


Si tratta di dimostrare che 
e: 2 
Ia ti 0(--Axi)) z ti O(-Ax;)) £ 2Io(0) 
= = 
D'altra parte 


2 2 
Au9> ti (--Ax;)) x ti 0(-Xx;)) = 


2 
IX ti 0(.-Ax;)1120/(4-2) 


Cfr 
q 2 x 
| g0) IX ti sci hi 
RN li 


i= 


Il numeratore si può scrivere: 


2 
‘olii ft * 242 = 
DI ti 0-43) “(ti + ta) lol? + 2t, t) <0,,09> 


poiché © è soluzione di (3) 
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= (e) loll+t, ty) f 800 101112 0) ©, + tt D 850 10 112 Ma). 
R° RR 


Il denominatore si stima nel modo seguente: 


2 
il 809) IX tio(-Xx)ld > 
RI i=1 


J 


R® 


J 


R° 


2 2 
(E(7)-200) IL ti O(.-Ax)l1 + Il go IX tio(.-Ax)ld > 
i=1 RO i=1 


2 2 
(E0)-8>) IZ to(-X)d + £ 11 f Boo [OI + 
i=1 i=1 RD 


+ (q-L(A)) (Î to go 101112 0109 + 191 ti i geo 109192 I 
R° 


RI 


dove (A) > 0 per + +00, 


E' possibile fare una stima precisa dei termini misti, che compaiono in 


questa espressione, perchè si conosce il comportamento asintotico di ©: 


J ge 101192 0102 = (| gu lyIT2 0(y) (y-Mx1-x21) > 
R® RR 
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esp(-Mx1-x21)(Alx1-x21)-0-1/2 > esp(-2)(24):M-D/2, 
L'ipotesi g(x) > gx + o(esp(-2A)(2A)-(M-2)/2) permette di avere una stima di 


tutti i termini, e di concludere. 


Lemma 13. Se l'equazione (1) non ha soluzione, Ws è un retratto 


forte di deformazione di W1.. 


Dimostrazione. Si tratta di una modifica di un argomento di 
deformazione di tipo Liusternik e Schnirelman (cf. anche [R]). 


Per ogni uo € Wi consideriamo il problema di Cauchy 


u'= - — IMM) 
(1+lI'(u)12)1/2 
u(0) = uo 


e indichiamo u(t,uo) la soluzione. E' immediato riconoscere che per ogni uo 
e W,, esiste un'unica soluzione del problema, definita per ogni t>0, e tale 


che u(t,uo) e Mt Vi>0. 


La funzione t + I(u(t,uo)) è decrescente strettamente lungo la traiettoria 
d ‘ ; 
gi LU(t,uo)) = T'(u(t,u0))(U'(t,00)) = 


(u(t,uo))I2 
"Alu < 
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Inoltre per ogni uo e WI esiste t>0 tale che 


I(u(t,uo)) < (1+3) Lc(0). 


Infatti, se per assurdo non fosse così, esisterebbe uo € Wi, tale che 


(1+8) L-(©) < lim I(u(t,uo)) <2 Lo(0), 


t+oo 


per la monotonia di I(u(t,uo)). 


Allora 
oe (mr) = f Ty)? 
t,T1+00 j, (+Tm(u)2)I7 


e quindi esiste una successione (tx) in R+ tale che tg > 00 e 


o > 1 JLs(0), 2I(0)[ 
dI(u(tg,uo)) + 0 


ma allora per il corollario 6, esiste una soluzione di (1) contro l'ipotesi. Posto 


allora 


T(uo) = inf{s > 0: I(u(s,uo)) < (1+$) Lo (0)}, 


He 


W ritrae su Ws attraverso la deformazione 

r:[0,1]x WI Was, r(t,uo) = ut T(uo),uo). 
E Ws rimane fisso in questa trasformazione. 

Lemma 14. Se (1) non ha soluzione, per ogni € > 0 esiste è > 0 tale 
che Ws < V(e€). 

Supponiamo per assurdo che esista € > 0, e una successione (ug) in M* 


tale che 


I(ug) > inf I 
M 


ux € V(E) 


Allora per il principio variazionale di Ekeland [E] si ha 


dI(ug) > 0, 


e quindi, per il teorema di rappresentazione, 


Uk = @(--xk) + Wk, 
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dove wx + 0, e lxyl > +00 per k ++c0. Ma questo contraddice il fatto che UK 


€ V(e). 


Dimostrazione del teorema 8. Babibniamo per assurdo, e 
supponiamo che non esistano soluzioni di (1). 

Indichiamo ora Hn(X) l'ennesimo gruppo di omologia di uno spazio 
topologico X, e, se Y è un sottospazio di X, indichiamo Hn(X,Y) l'ennesimo 
gruppo di omologia relativa. Per il lemma 12 ha senso considerare il seguente 


diagramma commutativo: 


i d 
Hn (B2,B1)) —___ )- (Bi) 


f(A)n £(A)n-1 


HnW,W) > HW) 


dove d è l'omomorfismo di connessione. 
Osserviamo che Hn.1(B1) = Hn-1(S9-1) = Z3 e indichiamo G il 
generatore. Con metodi di topologia algebrica elementare si può dimostrare 


che 
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0 : Hn(B2,B1) > Hn-1B1) 
è suriettiva (cf. [BaL] (5.23)). Sia € e Hn(B2,B1) tale che 0(€) = C. Allora 


f(hn-1(0) = f(Yn-1(0€) = per la commutatività del diagramma 


= (fn ($)) = perché f(A)(B2) c WI 


Allora 


f)n-1: Hn-1(9"1) > Hn-1(W1) 


è identicamente nulla. D'altra parte per il lemma 14 per ogni e > 0 esiste 6>0 
tale che Ws < V (€) e, per il lemma 13, Ws è un retratto forte di deformazione 


di W1. Indicata con 
r:W1 > Ws la retrazione 
i:Ws > V(e) l'immersione, . 


si ha 


Gi-r-f(A))n-1: Hn-1(8"-1) > Hn-1(V(©) 
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è identicamente nulla. Ma f(A) ha valori in Wse ir hys > i, quindi 


(£))n-1:Hn-1 (S"-1) > Hn.1(V(e)) è nulla. 


Proviamo che questo è assurdo. Basta dimostrare che f(A.) ha inversa sinistra. 


Per ogni u e V(€) consideriamo il problema di minimo 
(6) min {lu-a @(.-x)l ,0>0, xe RD}. 
Si tratta evidentemente di un problema di minimo in uno spazio di dimensione 


finita. Con metodi elementari si riconosce che Vu e V(e) il minimo esiste ed è 


unico. Lo indichiamo con (Gy;Xu). Inoltre, 
U -> xy ècontinua in V(£) e 
1 


lxgl > sa ue V(€), se e è piccolo. 


Fissiamo ora € in modo che la funzione 


x 
su: V(e) > Sn su=tt , 
lxul 


sia ben definita. Per l'unicità del minimo Su è l'inversa sinistra di f(A)). 
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3. Supponiamo ora che g verifichi una condizione di convergenza più 


debole: 

£(x) 2 Boo - exp(-Qlxl), 
allora il lemma 12 non è verificato e non si può più lavorare nei sottolivelli 
(W2,W1) e W1, ma occorre studiare tutte le coppie (Wm, Wm-1), conm Ss 
m per un m opportuno e dipendente da & . 


Poniamo allora 


m 
Vm(e)={u e Mt: dx] ,...,Xm € sn, lxjl > A lxj-xjl > è, lu- X @(.-xj)l<e} 
3 E PF 
m 
Bm = { pa tidx;» (t1,....tm)€ Am-1; XjE 501) 
i=1 
m m m 
f(A)=Bm > Mt fa ti dx) =T (2 t; dx;) DI ti dx; 
= = = 


Vale un lemma analogo al lemma 12: 


Lemma. Per ogni me N esiste A.m>0, tale che 
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£(A.)(Bm) CWm 


Im,3i f(A)Bm) Vil 


Pertanto, per ogni A>max(A1, X2,....Am, À) a tutti i livelli si possono 


considerare i diagrammi commutativi 


È) 
Hx(Bm.Bm-1) > Hs.1 (Bm-1) 


£A)» £(A)x-1 
od . 
Hs(WmWm-1) dò Hei (Wm-1) 
Ma soltanto f(A)x : Hx(Bm, Bm-1) > Hs(Wm , Wm-1) è nulla. 


Intuitivamente è chiaro che Bm ha dimensione (n-1)m+m-1, e si 


dimostra che in effetti 
H(n-1)m+m-1(Bm ;Bm-1)= Z2. 


Supponiamo che m = 3 e consideriamo i due diagrammi (in generale occorrerà 
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considerare m-1 diagrammi di questo tipo) 


Z2 Z2 
H2(n-1)+2(B3,B2) + H2(n-1)+1(B2,B1) Hn(B2,B1) > Hn-1(B1) 
£(A)2(n-1)+2 £(A)2(n-1)+1 fA)n | fMn1 


H2(n-1)+2(W1,W2) > H2m-1)+1(W2,W1) Hn(W2,W1) > Hn-1(W1) 


Costruiremo poi i due omomorfismo | e lu che rendano commutativo questo 


diagramma: 


Z2 u Z2 
H2(n-1)+2(B3,B2) > H2(n-1)+1(B2,B1) > Hn(B2,B1) > Hn-1(B1) 


f(A)2(n-1)+2 £(A)2(n-1)+1 fn | fn1 


H2(n-1)+2(W1,W2) > Han-1}+1(W2,W1) > Hn(W2,W1) > Hn-1(W1) 


Hi 
e tali che 


139 


9 - L: H2(n-1)+1 (B2,B1) > Hn-1(B1) 


sia surriettiva. D'altra parte anche 


0: H2(n-1}+2(B3,B2) + Ha(n-1)+1(B2,B1) è su, 


quindi possiamo procedere come prima per asserire l'esistenza di soluzioni. 


La costruzione di | è la parte più delicata della prova. Riposa ancora su 


un lemma di deformazione e sulla soluzione di un problema di minimo in 


dimensione finita analoga a (6), ma è più tecnica e utilizza una maggiore 


strumentazione topologica. 


4. ESTENSIONI 


La tecnica che abbiamo presentato si può applicare anche ad 


un'equazione semilineare della forma 


Au - u + g(x)f(u)=0 in RN, 
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se f è una funzione di classe C1, nonnegativa che verifica opportune ipotesi di 
crescita di tipo potenza, ad esempio 

f'è monotona crescente 


f(u) 
ut! 


3 f(u) | 2n 
è nondecrescente, = è noncrescente, con 2<q<r< n3: 
ul E 


Tuttavia in questo caso non si può concludere perché non sono verificati 
teoremi di unicità delle soluzioni dell'equazione all'infinito, se non sotto 
ipotesi molto restrittive su f (cf. [McS]). D'altra parte tutte le soluzioni di (5) 
sono radialmente simmetriche, (cf. [GNN]), e la prova di Kwong dell'unicità 
della soluzione per l'equazione (3), è appunto una prova di unicità della 

soluzione radialmente simmetrica. Pertanto non è irragionevole sperare di 


estendere i risultati di unicità anche al caso dell'equazione (5). 


La situazione è profondamente diversa per quanto riguarda le equazioni 


quasilineari, 
div(iDulP-2Du) + lulP-2u - g(x)lul9-2 = 0 in RN. 


Anche a questa equazione si possono applicare le stesse tecniche di topologia 


algebrica, ma il problema dell'unicità è ancora aperto. 
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